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A TORTREND}U DIFFUZIO MODELLJEI ES SZIMULACIOJA
IZSAK FERENC, SZEKERES BELA JANOS
A tortrend}u diuzio modelljeit es a kapott egyenletek numerikus meg-
oldasat targyaljuk. Kiterunk tobb alkalmazasra, az egyenletek megoldasa
kapcsan pedig hatekony eljarasokat mutatunk, es megemltjuk a terulet ne-
hany nyitott problemajat.
1. Bevezetes
A klasszikus diuzio a termeszettudomanyos modellekben igen gyakran meg-
gyelhet}o dinamika. Ezt egy diszkret modellben peldaul az jellemzi, hogy egy
reszecske t id}o alatti elmozdulasnegyzetenek hx2(t)i varhato erteke aranyos az el-
telt id}ovel. A diuzios folyamat masik alapvet}o tulajdonsaga, hogy az abban reszt
vev}o reszecskek Brown-mozgast vegeznek, vagyis az adott id}o alatt torten}o elmoz-
dulas normalis eloszlasu. Az utobbi evtizedek pontosabb meresi eljarasai lehet}ove
tettek, hogy a fenti osszefuggeseket valoban megvizsgaljak. Tobb esetben azt a
meglep}o eredmenyt kaptak, hogy ezek nem teljesulnek.
A leginkabb latvanyos peldak a populaciodinamikahoz kothet}ok. Ragadozo alla-
tok, illetve egyeb taplalekkeres}o egyedek mozgasat (m}uholdhoz kapcsolt szenzo-
rokkal) vizsgalva azt kaptak, hogy az adott id}o alatt mert elmozdulasok eloszlasa
polinomialisan csokken}o s}ur}usegfuggvenyekkel kozelthet}o. A tesztelesen tul a po-
linom fokat is becsulik [5], [9].
Mas tpusu vizsgalatok azt mutattak, hogy t  hx2(t)i teljesul valamilyen 
allandoval. Amennyiben  > 1, a dinamikat szuperdiuzionak, ha  < 1, akkor
szubdiuzionak nevezzuk.
Szuperdiuziot eszleltek meg ionok plazma halmazallapotu kozegben torten}o
mozgasa eseten [16], tovabba emberek es bankjegyek mozgasat nyomon kovetve [1].
A biokemia temakorebe tartozo szamos hasonlo meggyelesr}ol reszletes attekintest
ad a [8] munka tobb tablazata.
2. A tortrend}u diuzio modelljei
A Fick-torveny szerint minden egyes pontban a uxus s}ur}usege az ottani kon-
centraciogradiens ellentettjevel aranyos. Ha azonban egy diszkret modell kereteben
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gyors mozgasu reszecskeket is feltetelezunk, akkor el}ofordulhat, hogy a uxushoz
olyan recsecskek is hozzajarulnak, amelyek nem a vizsgalt pontban vannak. Igy a
folyamatot nem tudjuk derivaltakkal modellezni, es a megfelel}o egyenletek felra-
sahoz az un. nemlokalis analzist kell hasznalnunk, ld. [3], [4]. Ez alkalmasnak
t}unik a szuperdiuzio jelensegenek modellezesere.
Mivel a diuzios egyenletben szerepl}o Laplace-operator az egydimenzios eset-
ben ketszeres derivaltat jelent, a tortrend}u diuzio kezenfekv}o modellje lehet a
tortrend}u derivaltat tartalmazo parcialis dierencialegyenlet. Ezen operatorokra
tobb, egymassal nem egyenertek}u dencio is szuletett [7] (mar Leibniz foglalkozott
ezzel); peldakent az alabbit a; b 2 R eseten olyan f : [a; b) ! R fuggvenyekre er-
telmezzuk, amelyekre minden x 2 (a; b) eseten a megadott hozzarendeles ertelmes,
tovabba n = de.
{ A Riemann{Liouville-derivalt, valamint szimmetrizalt verzioja:
@RLf(x) = @
n

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:
Erdekes feladat belatni, hogy ez egesz n eseten azonos a klasszikus derivalttal.
Egy korlatos tartomanyon adott feladat eseten valamilyen peremfeltetelt is meg
kell adnunk. A funkcionalanalzis szemszogeb}ol nezve egy dierencialoperatort ugy
kell denialni, hogy rogztjuk annak ertelmezesi tartomanyat.
Az 
  Rn korlatos Lipschitz-tartomanyon (amelynek pereme lokalisan egy
Lipschitz-fuggveny grakonja) homogen Dirichlet-peremfeltetellel denialt  D
negatv Laplace-operator ertelmezesi tartomanya aH10 (
)\H2(
) halmaz. Ismert,
hogy ennek inverze kompakt, onadjungalt es pozitv ( D) 1 : L2(
) ! L2(
)
tpusu operatorkent ertelmezhet}o, amelynek (es gy az eredeti  D operatornak
is) egyertelm}uen denialhato barmilyen hatvanya. Ezek alapjan az -drend}u de-
rivaltra egy ujabb denciot adunk.
{ A homogen peremfeltetelhez tartozo tortrend}u Laplace-operator :
(D)

2 f(x) :=  ( D)2 f(x):
A fentieknek megfelel}oen az ezen temaval foglalkozo cikkek nagy reszeben az
egydimenzios esetet elemezve az alabbi feladat numerikus megoldasaval foglalkoz-
nak. 8>><>>:
@tu(t; x) =s @

x;RLu(t; x) + g(t; x); (t; x) 2 (0; T ) (a; b)
u(0; x) = u0(x); x 2 [a; b]
u(t; a) = ua(t); u(t; b) = ub(t); t 2 [0; T ];
(1)
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ahol u0 2 C[a; b]; ua; ub 2 C[0; T ] es g 2 C([0; T ] [a; b]) adott fuggvenyek.
Homogen Dirichlet-peremfeltetel eseten pedig adott u0 2 C[a; b] fuggveny ese-
ten a kovetkez}o egyszer}u feladatot rjuk fel:8<:@tu(t; x) = (x;D)

2 u(t; x); (t; x) 2 (0; T ) (a; b)
u(0; x) = u0(x); x 2 [a; b]:
(2)
3. A modellek vizsgalata
Fontos kerdes, hogy a fenti problemak korrekt kit}uzes}uek-e. Bar az els}o modell
eseten ezt az alltast tudomasunk szerint nem rtak le expliciten, a [6] munkaban a
jobb oldalon lev}o operatorra vonatkozo peremertek-feladat egyertelm}u megoldha-
tosagabol kovetkezik. A masodik modell eseten ( D) 1 kompaktsaga, valamint
a [11] konyv 8. fejezetenek elmelete ad igenl}o valaszt.
Nem denialtuk, mit ertunk jo, vagy eppen nem jo modellen. Ennek ellenere
azt mondhatjuk, hogy az els}o modellel kapcsolatban tobb fenntartasunk is lehet.
Maris latszik, hogy nincs nyilvanvalo tobbdimenzios altalanostasa, tovabba nem
sikerult a maximumelvet sem igazolni, ellentetben a masodik modellel [10], amely
ebb}ol a ket szempontbol megfelel}obbnek latszik.
Attekintjuk a kulonboz}o modellekhez tartozo numerikus modszereket. Az els}o
hatekony eljarast a [12] munkaban kozoltek, amelynek alapgondolata, hogy el kell
tolni a veges dierenciaban szerepl}o egyutthatokat valamilyen p 2 Z+ parameter-
rel:
@RLf(x) 
1
 ( )
1
h
[ x ah ]+pX
k=0
 (k   )
 (k + 1)
f(x  (k   p)h): (3)
Ha ugyanis ezt nem tesszuk, akkor a terbeli dierencialoperatorok (egyebkent pon-
tos) kozeltesenek es az id}o szerinti derivaltra vonatkozo implicit Euler-modszernek
a kombinaciojabol is instabil modszert nyerunk.
A fentiek alapjan az (1) es (2)-beli modellekhez hasznalt numerikus modszerek
lerashoz hasznaljuk az ut jelolest, amely u(t; ) kozeltese akar egy felosztas pont-
jaiban, akar egy vegeselem terben. Mindket feladat terbeli diszkretizacioja utan a
@tu
t = Ahu
t dierencialegyenletet kapjuk, ahol
{ az (1)-beli feladat eseten az Ah matrixban (3)-beli egyutthatok szerepelnek,
{ a (2) feladat terbeli diszkretizacioja utan a fenti Ah matrixnak egyszer}uen
valaszthatjuk a D-hez tartozo matrix 2 -edik hatvanyat.
Mindket esetben telt (azaz nem ritka) matrixot kapunk, amely a nem lokalis tulaj-
donsagnak felel meg. A kapott dierencialegyenlet-rendszereket a szokasos kozelt}o
modszerekkel oldhatjuk meg. Az els}o eset analzisehez a [12] es [17], a masodikehoz
a [14] es [15] munkakat idezzuk.
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4. Tovabbi kerdesek, nyitott problemak
Az els}o problemakor az inhomogen Dirichlet-peremfeltetelhez kapcsolodik. Ho-
gyan lehet ezt modellezni, egy ennek megfelel}o matematikai feladatot felrni? A
kerdes igazan ket- es haromdimenzios esetben erdekes. A funkcionalanalzis esz-
kozeivel sem latszik nyilvanvalonak a megoldas, hiszen az inhomogen peremfel-
tetelnek megfelel}o ertelmezesi tartomanyt veve az nem lesz alter. Ha pedig nem
veszunk semmilyen megszortast, akkor az gy kapott Laplace-operator nem is po-
zitv, az inverze pedig nem is letezik.
A masodik problemakor a Neumann-fele peremfeltetel beeptesevel kapcsola-
tos. A gyakorlatban ezt lehet leggyakrabban hasznalni, mert ez a peremen mert
uxusnak felel meg. Ha peldaul zart terben (kemcs}o, lombik, tartaly) vegbemen}o
anyagtranszportot modellezunk, akkor annak hataran mindig homogen Neumann-
fele peremfeltetelt kell vennunk. Az egydimenzios esetben sikerult a homogen
feltetelt a modellbe beepteni [13], azonban a tobbdimenzios eset es az inhomogen
peremfeltetelek kezelese tovabbra is nyitott kerdes. Megjegyezzuk, hogy meg a
megfelel}o elliptikus feladatok eseten is a legfrisebb elmeleti eredmenyek homogen
Dirichlet-peremfeltetelekre vonatkoznak [2].
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MODELING AND SIMULATION OF FRACTIONAL DIFFUSION
Ferenc Izsak, Bela Janos Szekeres
A short overview is given on the models of the fractional order diusion and some numerical
methods for the related problems is discussed. We mention more applications and important
open problems in this eld.
Keywords: fractional order diusion, fractional Laplacian, matrix transformation methods.
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